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要約.有限次元対称多元環の射影直既約加群たちが持つLoewy構造に











影直既約加群に関する 「双対対称性」 や 「相互律」 を利用することが
有効であることが知られていた [2, 3, 7]. この「双対対称性」 や 「相
互律」 を一般の 一対称とは限らない 一有限次元多元環へ拡張するこ












以下, A を可換 artin環 R上の artin多元環とし,有限生成右 A加群
V をとる.加群 V の極大部分加群の共通部分を rad V , 極小部分加群
の和を soc V , 反対多元環を A^{\mathrm{o}\mathrm{p}} で表す.
定義2.1. 非負整数 n に対して ra\mathrm{d}^{} V を再帰的に
\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}^{0}V=V,
ra\mathrm{d}^{} V= rad(radn-1V ) (n>0)
で定める.同様に,so \mathrm{c}^{} V を
\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{c}^{0}V=0,
so \mathrm{c}^{} V= {  v\in V|v+\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{c}^{n-1}V\in soc (V/\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{c}^{n-1}V) } (n>0)
で定め,これらをそれぞれ加群 V の n番目の radical列)socle列と呼ぶ.
定義2.2. 正整数 n に対して半単純 A加群
\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}_{n}V=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}^{n-1}V/\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}^{n}V, \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{c}_{n}V=\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{c}^{n}V/\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{c}^{n-1}V
をそれぞれ加群 V の n番目の radical商,socle商と呼ぶ.
\mathrm{c}\sim 意注意2.3. 有限生成右  A 加群のなす圏を \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}_{A} と表す.上で定義した
radn, so \mathrm{c}^{} ) \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}_{n} ) \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{c}_{n} は自然に \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}_{A} 上の自己関手とみなせるので,そ
のようにも扱う.
定義2.4. 圏 \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}_{R} における極小移入余生成素を E とおく.ここで関手
(一)〉を \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}_{A} A) で, (-)^{*} を \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}_{R} E) で定める.このとき, こ
れらの合成関手を  $\nu$ とおく.これは中山関手と呼ばれる.







定理3.1 (Landrock, [4, Theorem \mathrm{B} 有限次元対称多元環 A上の単純
加群 S_{ $\lambda$}, S_{ $\mu$} とその射影被覆 P_{ $\lambda$}, P_{ $\mu$} をとる.このとき正整数 n に対して
\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}_{A} (radn P_{ $\lambda$}, S_{ $\mu$} ) \cong \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}_{A^{\mathrm{o}\mathrm{p}}}(\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}_{n}(P_{ $\mu$}^{*}), S_{ $\lambda$}^{*})
が成り立つ.
系3.2. 定理3.1と同じ仮定のもとで









定理4.1 (Sakurai, [6, Theorem 1.3]). 有限次元多元環 A上の単純加群
S_{ $\lambda$}, S_{ $\mu$} とその射影被覆 P_{ $\lambda$}, P_{ $\mu$} をとる.このとき正整数 n に対して
\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}_{A}(\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}_{n}P_{ $\lambda$}, S_{ $\mu$})\cong \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}_{A^{\circ \mathrm{p}}} ( \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}_{n}(F_{ $\mu$}^{\vee}) ) S_{ $\lambda$}^{*}),
\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}_{A} (radn P_{ $\lambda$}, S_{ $\mu$} ) \cong \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}_{A}(S_{ $\lambda$},\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{c}_{n} $\nu$ P_{ $\mu$})
が成り立つ.
注意4.2. 定理4.1から Landrock による定理3.1と系3.2を導くこと
ができる.実際,artin 多元環が対称ならば (-) \vee\cong (一) * であることが




参照.) 以下, \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{j}_{A} で射影加群からなる mod《の充満部分圏, \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{j}_{A} で
移入加群からなる \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}_{A} の充満部分圏を表す.
定理4.3. Artin多元環 A と正整数 n に対して関手の自然同型
projA (radn−,  $\nu$? ) \cong \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{j}_{A}(-, \mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{c}_{n} $\nu$?)
が成り立つ.
系4.4. Artin多元環 A と正整数 n に対して関手の自然同型
\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{j}_{A} ( $\nu$^{-1}- , socn?) \cong \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{j}_{A} (radn $\nu$^{-1}- ,?)
が成り立つ.
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